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Elementary Derivation of the Dirac Equation

As is well known, the Schriodinger equation can be
derived by suitably arranging the refraction in the classical
equation for light inhomogeneous media. In this paper it is
shown that one may derive the Dirac equation in complete
analogy by arranging for the refraction in the electro-
dynamics of inhomogeneous media.

Bei der Herleitung der Schridinger-Gleichung
wird tiblicherweise ausgegangen von der klassischen
Lichtgleichung fiir inhomogene Medien :

[4 — (1/c2) N222[or2] WP = 0. (1)
Streng genommen [1] miilte ausgegangen werden

von der Elektrodynamik fiir inhomogene Medien,
die in zweiter Ordnung bekanntlich lautet:

[4 — (1/c?) & pu 02/0t2 — grad div
— (1/u)grad p X rot] E =0,

[A4 — (1/c?) & u 02/0t2 — grad div
— (1/e)grad e X rot] H=10.

(2)

Um von (2) zur Ausgangsgleichung (1) gelangen zu
konnen, miissen in (2) zunichst die Exprodukte
vernachlissigt werden. Sodann muf} die Quellen-
freiheit der beiden Feldvektoren gefordert werden:

divE=0 und divH=0. (3)

Mit der abschliefenden Vereinfachung e =pu=2N
folgt endlich fiir alle Komponenten der beiden
Feldvektoren die Ausgangsgleichung (1).

Um nun die Dirac-Gleichung elementar und ana-
log zu Schrédinger herzuleiten, werde ausgegangen
von der nicht kovarianten Elektrodynamik fir
inhomogene Medien:

rotH=eE-fc,
dive E=0,

rotE:—‘uh";’c,
divu H=0. (4)

[(wY)ix + 172 (he)lye =0,

Notizen

Sodann werde — genau analog zu Schrédinger — die
Forderung (3) hinzugenommen, so daf die Losungs-
menge von (4) auf die Menge der quellenfreien Lé-
sungen eingeschriankt wird. Mit (3) reduzieren sich
die dritte und vierte Gleichung von (4) auf Normal-
stand-Bedingungen. Diese Bedingungen sind aber
(bis auf eine unbedeutende Integrationskonstante)
schon in der ersten und zweiten Gleichung von (4)
enthalten, wie eine Divergenzbildung sofort zeigt.
Die dritte und vierte Gleichung von (4) kénnen da-
her entfallen. Es verbleibt das System :

rot H = eE‘,’c, rot E = — #I:I,fc,

divE=0, divH = 0. (5)
Die acht Gln. (5) lassen sich wie folgt kombinieren:

i(rot H)3 — i ¢ Esfc + divH =0

t(rot Hy —i¢ El,fc — (rot H)z + sﬁ‘gffc =0,

idiv E — (rot E)g — u Hale =0, (6)

i(rot E)z + i u Hafc + (rot E); + u HyJc = 0.

Bringt man hier die Substitution [2]

Vi=1iE3, Wa=i(E1+iEy),
Ws—Hy, Wi=H, +iH, )
ein, so kommt das System
()i Pr =0, 0= (1]c)0/0t, (8)
0 0 0 1 0 00—z
W __ (00 10 @_ [0 0 @ O
Vie=\0 1 0 of’ VE=\o—i 0 o
1 0 0 0 i 0 0 0
0o 01 0 e 0 0 0
0o 0 0 -1 0 & 0 0
(3) _ ()
Yie =\t o0 0 of VE= (ou,uo
0—1 0 0 00 0 u

Separiert man hier die Zeitfunktion in der iiblichen
Weise durch den Ansatz
Vi =vyrexp(—iwt), (9)

so kommt fiir die Amplituden:

(VY)ix — i@ pi)e) pe=0. (10)

Vergleicht man (10) mit der Dirac-Amplituden-
gleichung

=y fir j=1,23,

how— @1+ me? 0 0
0 ho— D4 me? 0
v ) R !
Yiek = 0 0 hoo— @ —me? 0 4 (11)
0 0 ho— @ —me?
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Notizen

so sieht man, dafl beide Systeme strukturell iiber-
einstimmen. Sie werden identisch, wenn man iiber
die Brechung wie folgt verfiigt:

e=1—(D—me?)/(how),

u=1—(D+me?)/(hiw). (12)
Die bekannten Losungen

V=¥, ¥, (13)

konnen wie bei Schrédinger bzw. Dirac mit Hilfe
des Ausdrucks

[1] C. Schaefer, Einfiihrung in die theoretische Physik,
3. Band, 2.Teil, 2. Auflage, Seite252 (FuBnote),
Walter de Gruyter & Co., Berlin 1951.

[2] Die Substitution (7) — oder dhnliche Substitutionen —
wurden bereits von C.G. Darwin (Proc. Roy. Soc. 118,
654 (1928)) zur Herstellung eines Zusammenhangs
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vy, (14)
im Sinne der Wahrscheinlichkeitsinterpretation ge-
deutet werden. Da die Theorie (8) aufgrund ihrer
Herleitung aus dem nichtrelativistischen System (4)
bzw. (5) dem Kritikanspruch der speziellen Rela-
tivitatstheorie entzogen erscheint, vermeidet sie
die fiir die Dirac-Theorie bezeichnende Verein-
barungsschwierigkeit zwischen Quanten und Rela-
tivitit.

zwischen der Elektrodynamik und der Dirac-Gleichung
des masse- und kriiftefreien Falls (m = 0, @ = 0) und
von Glaser (Z. Phys. 139, 276 (1954)) zur Herstellung
eines Zusammenhangs zwischen der Elektrodynamik
und der Dirac-Gleichung des kriiftefreien Falls (m == 0,
@ = 0) verwendet.



